Soluciones ejercicios

NoTtA 6.1 (1), (2), y (3) representan el grado de dificultad del problema.
El (1) corresponde a problemas tipo prueba, el (2) corresponde a problemas
discriminatorios y el (3) a problemas de tareas.

EJERCICIO 6.1 La posicion de una particula que se mueve sobre el eje OX
de un sistema de coordenadas estd dada

z(t) =1+ 8t — 217,
donde la posicion estd en metros y el tiempo en sequndos. Determine
a) La velocidad ent = 5s.
b) La aceleracion ent = 2s.
c¢) El instante en que la particula cambia su sentido de movimiento.
d) El desplazamiento de la particula entret =0 yt = 4s.
e) El espacio recorrido entret =0 yt = 4s.

f) El espacio recorrido entret =0 yt =5s.
Solucién. Calculamos directamente

a) v(t) =% =8 — 4t que evaluada en t =5 da v(5) = —12ms™"
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b) a(t) = % = —4 constante por lo tanto a(2) = —4ms~>
c¢) Cuando v(t) = 8 — 4t = 0 esto es cuando t = 2

d) Az=2(4) —2(0)=(1+8x4—-2x4?)—1=0m

e)

otemos que particula cambia sentido del movimiento cuando v(t) =
— 4t = 0 es decir en t = 2, por lo tanto

© Z

s=2(2) —2(0) +z(2) —z(4) =16m
f) Similarmente
s=2(2) —2(0) + z(2) —z(5) =26m

A

EJERCICIO 6.2 Una particula se mueve a lo largo del eje OX de un sistema
de coordenadas con aceleracion constante. En el instante inicial pasa por la
posicion £(0) = —10m con una velocidad v(0) = —20ms™" y ent = 3s su
posicion es x(3) = —52m. Determine

a) La posicion de la particula en funcion del tiempo x(t). (o ecuacion
itinerario)

b) El espacio recorrido por la particula entre t =3s yt =6s.
¢) La velocidad media entre t = 4s yt = T7s.
d) Los intervalos de tiempo en que la particula se aleja del origen.

Solucién. Si a indica la aceleracién entonces

1
z(t) = x(0)+v(0)t+ §at2
1
= —10—20t + 5@152
pero se sabe que x(3) = —52 por lo tanto

1
—52:—10—20><3+§a><32

de donde @ = 4ms—2. Ahora podemos calcular las respuestas
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z(t) = —10 — 20t + 2t*

b) Para saber el espacio recorrido debemos saber cuando cambia el sentido
del movimiento

v(t)=—20+4t=0—t=>5s

que estd dentro del intervalo (3,6). Como inicialmente va hacia la iz-
quierda

s = (3) — (5) + 2(6) — 2(5) = 10m

¢) Tenemos que calcular

2(7) — x(4)
m(4,7) = )
Um(4,7) =
pero podemos evaluar z(7) = =52my z(4) = —58m luego
—52 + 58 »
VU (4,7) o ms

d) La particula comienza a moverse hacia la izquierda hasta alcanzar su
minimo que ocurre en t = 5s. Posteriormente cruza el origen nueva-
mente cuando

—10 =20t +2t2 =0 — t = 10.477s

Por lo tanto la particula se aleja del origen en los intervalos de tiempo
0<t<byt>10477s

A

EJERCICIO 6.3 FEl grdfico siguiente ilustra la variacion de la velocidad v(t)
de una particula que se mueve sobre el eje OX de un sistema de coordenadas
con el tiempo. Si ent = 0 la particula estd en el origen del sistema, deter-
mine



100 Soluciones ejercicios

30 —
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a) La aceleracion de la particula ent = 1s.
b) El desplazamiento de la particula entre t =0s yt = 3s.
¢) La velocidad media de la particula entre t = 4s yt = 9s.

d) La posicion de la particula en funcion del tiempo x(t) (ecuacion itine-
rario) en el intervalo det =08 at = 2s.
e) Los intervalos de tiempo en que la particula se dirige hacia el origen.
Solucién. Es conveniente primero evaluar las aceleraciones (pendientes
del grafico dado) en los tres tramos. Asf resulta
45 9 9 15 9

a1:—7ms_ , ag =0ms™ ,a3:7ms_

luego al utilizar la ecuacién

x(t) = x(0) + v(0)t + %at2,

resulta x(t) para todo el recorrido

1 45
z(t) = z(0)+v(0)t+ §a1t2 = 30t — Zt? para t < 2
z(2) = 156m
1
o) = @(2) +v2)(t -2) + 50t — 22 =15—15(t—2) para2 £t £ 5
z(5) = —30m
)

w(t) = 2(5) +o(E)(t — 5) + saslt — 5)

15
= —30—-15(t—5)+ Z(t_ 5)% para 5 € t
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luego las respuestas serédn:

a) a(l) = —Lms™?

b) Az = x(3) — 2(0) = 15 — 15(3 — 2) = 0
c)
2(9) —x(4)  —30—15(9—5)+ 2(9—-5)* — (15— 15(4 — 2))

4 - _
Um = 0_ 4 — 9_ 4 = —-3ms

-1

d) z(t) = 30t — ¢

e) la particula parte alejéndose del origen hacia la derecha hasta que
v(t) = 30 — £t = 0 o sea t = 3s. Luego se mueve hacia la izquier-
da acercdndose al origen hasta que z(t) = 15 — 15(t — 2) = 0 o sea
hasta t = 3s. Luego se alejard del origen nuevamente hasta que v = 0
y esto ocurre si t = 7s. De ahi se acercard hasta cuando lo cruce de
nuevo esto es cuando —30 — 15(¢ — 5) + (¢t — 5) = 0, con solu-
cion t = 7+ 2v/3 = 10.464 1s. En consecuencia se acerca al origen si
3s<t<3syT7s<t<10.4641ss

EJERCICIO 6.4 En el grdfico de la figura estdn representadas las velocidades
de dos particulas A y B que se mueven a lo largo del eje OX de un sistema

de coordenadas. Determine
V, (m/s)

A
40 _

30

20 — B

10 —

O T T T TN T T
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a) La aceleracion de B.

b) Espacio recorrido por A desde t = 0 hasta cuando B alcanza la veloci-
dad vg = 30ms'.

¢) El desplazamiento de B en el intervalo det =0s at = 10s.

d) La posicion de la particula A en funcion del tiempo t, si su posicion
inicial es £(0) = 8 m.

Solucién. La aceleracion de B es la pendiente de la curva v, vs t. Dado
que la curva es una recta ella resulta constante

_Av, 40

POOAt 8

La ecuacién de la recta es

= —8ms 2. (a)

Ay

U, (t) = 40 — 8t.

De aqui se determina el instante en que el mévil B “alcanza la velocidad
vp = 30ms™! — 40 — 8 = 30 y de aquf ¢ = &s = 1.25s. El espacio
recorrido por A en ese tiempo serd

ra =30t ==37.5m. (b)

El desplazamiento de B es el drea bajo la curva (la integral de v,)

10 10
Awp — / v (£)dt — / (40 — 8)dt = 0. (c)
0 0
Si usted atin no sabe integrar, el drea bajo la curva puede calcularla como la
suma de las dreas de dos tridngulos, una positiva y la otra negativa

1 1

La posicién de la particula A es simplemente

l‘A(t) = $A<O)+UIALL
8+ 30t. (d)

A
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EJERCICIO 6.5 Dos particulas A y B se mueven con velocidad constante so-
bre un mismo eje OX en sentido contrario de manera que en t =0 cuando
B pasa por Q su velocidad es vp(0) = —5ms™, A pasa por P con velocidad
va(0) = 6ms™L. La distancia entre los puntos A y B es 142m. Determine
las desaceleraciones constantes que deben aplicar ambas particulas para que

se detengan simultdneamente justo antes de chocar.
P Q

[
>

¢ 142 (m) ’

Solucién. De acuerdo a los datos (colocando el origen en P)

1
za(t) = 142—5t+§aAt2,
UA(t) = —5—|—CLAt,

1
rp(t) = 6t—§a3t2,

’UB(t) = 6— CLBt

Note que los signos de las aceleraciones corresponden ambas a desaceleracio-
nes de magnitud a. Ellas se detienen simultdneamente si

—5+4aut = 0,
6—aBt = 0,

y ellas deben justo estar en la misma posicién

Ty = Ip,
LI L
142 — 5t + —ast® = 6t — —apt
2 2
podemos reemplazar a,t = 5 y agt = 6 obteniendo

1 1
142 — 5t 4+ =5t = 6t — =6t
+2 2

de donde 984
t=— =25.818
11 >
y luego
— =0.1 -2
G = opgpg ~ 19 ms
6

= = 0,232 ms?
25,818 232 ms
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A

EJERCICIO 6.6 Una particula se mueve en la direccion positiva del eje OX

con una rapidez constante de 50ms~! durante 10s. A partir de este tltimo

instante acelera constantemente durante 5s hasta que su rapidez es 80 ms~!.

Determine:

a) La aceleracion de la particula en los primeros 10s.
b) La aceleracion de la particula entre t = 10s y t = 15s.
c¢) El desplazamiento de la particula entre t = 0s yt = 15s.

d) La velocidad media de la particula entre t = 10s y t = 15s.

Solucién. Para el primer tramo

a) a=0ms 2

b) Aqui a es constante

Av 80 —50 _9
N = =6ms “.

a

c) El desplazamiento es el drea bajo la curva (hagala) v(t). El resulta

1
Ax:50><15+§5><30:825m.

d) Esta es (drea entre t = 10 hasta t = 15)

~ z(15) —x(10) 50 x 543530 x5

Uy, = 5 3 =65ms L.

A

EJERCICIO 6.7 Un cuerpo en movimiento rectilineo uniformemente acelera-
do, recorre en los dos primeros seqgundo un espacio de 16,72m y durante los
dos sequndos siguientes un espacio de 23,46 m. Determine
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a) El espacio que recorre en los siguientes cuatro sequndos.
b) La velocidad inicial.

¢) La aceleracion del cuerpo.

EJERCICIO 6.8 Dos particulas A y B salen al mismo tiempo desde el ori-
gen de un sistema de coordenadas moviéndose en el sentido positivo del eje
OX. La particula A tiene una velocidad inicial de v4(0) = 18 ms™ y una
aceleracion constante ay = 4ms~2, mientras que la particula B tiene una ve-
locidad inicial de vg(0) = 10ms™! y una aceleracion constante ag = 8 ms2.
Determine el instante en que las particulas se encuentran nuevamente.

Solucién. Podemos escribir
L s
IA(i) = 18t+ 5415 s
1
rp(t) = 10t + §8t2.
Las particulas se encuentran cuando x4 = xp y de aqui
L o Lo
18t + =4t = 10t + =8t
2 2
con soluciones t = 0, y t = 45, la segunda sirve.

A

EJERCICIO 6.9 En una carrera de 100m dos jovenes A y B cruzan la meta
empatados, marcando ambos 10,2s. Si, acelerando uniformemente, A alcanza
su rapidez mdxima a los 2s y B a los 3s y ambos mantienen la rapidez
mdzrima durante la carrera, determine:

a) Las aceleraciones de A y B.
b) Las rapideces maximas de A y B.

¢) El que va adelante a los 10s y la distancia que los separa en ese instante.
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Solucién. En general si t’ es el tiempo que dura la aceleracién y V' es la
velocidad constante final, tenemos que

1
w(t) = §at2, sit<t'y
V = at,
luego si X indica la distancia total a recorrer, el tiempo 7' que se emplea es
X — Lat”?
T = t/+ —2—
T
X — Lat”?
T = ¢ +—2
at’

para nuestro caso, como llegan empatados tenemos

100 — a4 (2)?

T = (2)+ = 10,2,
Ve
100 — Lap(3)?
T = 2 =10,2
(3) + () 0,

que dan
as=5.4348ms 2,

ap =3.8314ms 2,

asi resulta ademads

Vi = asty=05.4348 x2=10.870ms ",
Ve = aptly =3.8314x3=11.494ms",

Para la etapa de velocidad constante tenemos que

]' ! !
zA(t) = §GA(tA)2 + Valt —ty),
1
rp(t) = 5@3(1539)2 + Vp(t —tp),

y reemplazando valores numéricos son

1
za(t) = 55.4348(2)° +10.870(t — 2) = ~10.87 + 10.871,

1
rp(t) = 53.8314(3)" + 11.494(t — 3) = ~17.241 + 11.4941,
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y para t = 10s resultan

g = —10.87+10.87t =97.83 m,
rp = —17.241 4 11.494¢ = 97.699m,

luego va adelante A y la distancia que los separa es

Az =97.83 —97.699 = 0,131 m.

A

EJERCICIO 6.10 Una particula que se mueve en movimiento unidimensional

sobre el eje OX parte del origen con una velocidad inicial v(0) = 5ms™! y

desacelera constantemente con una aceleracion a = —10ms—2. Determine
la posicion mdxima que alcanza sobre el eje de movimiento y la velocidad
cuando pasa nuevamente por el origen.

Solucién. Tenemos que

x(t) = bt — 52,
v(t) = 5—10t,

ella cambia su sentido de movimiento (estd en un maximo) cuando 5—10t = 0
y de aqui £ = 0,5s. Para ese instante calculamos

Tmgaimo = 5(0,5) — 5(0,5)% = 1.25m.

Cuando pasa nuevamente por el origen x = 0 y de aqui 5t — 5t> = 0, con
solucién ¢ = 1s. Para ese instante v(1) =5 —10 = —5ms™'.

A

EJERCICIO 6.11 Siuna particula en que se mueve en movimiento unidimen-
sional sobre el eje OX parte del origen con velocidad nula y aceleracion cons-
tante a, demuestre que las distancias recorridas en cada sequndo aumentan
en la proporcion

1:3:5:7:---
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Solucién. Basta considerar que

1
x(t) = §at2,

Asi la distancia recorrida entre t =n y t = n + 1 serd
1 1 1
Ax, = §a(n +1)% - §an2 = §a(2n +1)

o sea estdn en la proporcion 1:3:5:7:---

A

EJERCICIO 6.12 St una particula que se mueve en movimiento unidimen-
sional sobre el eje OX parte del origen con velocidad Vi y desacelera con
aceleracion constante —a, demuestre que la particula regresard al origen en
un tiempo

_ W

a

t

Solucién. Tenemos que

1
x = Vot — 5@152,

luego haciendo = = 0 resulta Vit — %atz =0, y de aquf

y
t =222
a

A

EJERCICIO 6.13 Dos particulas A y B que se mueven en movimiento unidi-
mensional sobre el eje OX parten del origen. La particula A parte ent =0
con velocidad V4(0) = 10ms™!. La particula B parte en t = 1s con velo-
cidad V(1) = —10ms~t. Ambas desaceleran con aceleracion de magnitud
a = 6ms~2. Determine la mdxima distancia entre ellas antes que se crucen.

Solucién. Para ¢ > 1 tendremos

wa(t) = 10t — 3%
rp(t) = —10(t—1)+3(t—1)%.
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Note que desaceleraciones significan aceleraciones contrarias a la velocidad
inicial. La distancia que las separa es x4 — xp es decir

Az =10t — 3t* — (—10(t — 1) + 3(t — 1)) = 26t — 6> — 13.
Su méximo se logra derivando e igualando a cero
26 — 12t = 0,
de donde t = 2. 166 7s y para ese tiempo
Az = 26t — 6t> — 13 = 15. 167 m.

A

EJERCICIO 6.14 (1) Desde el origen de un sistema de coordenadas se lanza
una particula con rapidez vy formando un dngulo de 37° con la horizontal
y choca al cabo de 3s con una pared en el punto (x,y). Si se cambia el
angulo de lanzamiento a 53° con la horizontal, manteniendo la misma rapidez
de lanzamiento vy, la particula impacta la pared en el punto (x,y + 7). a)
Determinar el tiempo que demora el proyectil lanzado a 53° sobre la horizontal
en llegar a la pared. b)Determine la rapidez de lanzamiento de la particula.

Solucién. Recordando que
T = vgtcosa
. 1,
Yy = ygltsina — §gt )
la condicién del problema puede escribirse

x = 3ugcos37

1
y = 3vosin37—§10(3)2,

r = wotcosd3
1
y+7 = wvptsinb3 — 510t2,
Eliminando x e y se obtiene

votcosH3 = 3wy cos 37,
30psin37 — 38 = wytsinb3 — 5t2.



110 Soluciones ejercicios

De la primera
~ 3cos37

t = —— =3.98 ~ 45,
y de la otra
I 38 — 5t2
O 7 3sin37 — tsin 53
= 30.0ms!
A

EJERCICIO 6.15 (1) Por un tubo de didmetro despreciable ubicado en el sue-
lo, sale un chorro de agua en un dngulo de 45° con la horizontal (dentro del
tubo las particulas de agua tienen distintas velocidades). El grueso del agua
forma en el suelo un charco aproximadamente circular de radio 2,2m cuyo
centro se encuentra ubicado a 12,2m del origen. Determine entre que valores
varia la rapidez con que sale el grueso del agua por el tubo despreciando las
fuerzas viscosas.

Solucién. De

r = vgtcosa

gx®

Yy = ztana — ————
202 cos? o’

cuando y = 0 (punto de caida) se obtiene

202 sin v cos o
r=—.
g
Si a = 45° ello se simplifica a

r=—,

o bien
Vo = /9.

Pero de los datos se sabe que 12,2 — 2,2 < x < 12,2+ 2,2 y para los extremos

vo = V10 x10=10ms !,
vo = 1/10x144=120ms"*
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A

EJERCICIO 6.16 (1) Una particula ent = 0 pasa por el origen de un sistema
de coordenadas fijo en el espacio con velocidad vy = 21 —k ms™! moviéndose
en el espacio con una aceleracion que en cualquier instante estd dada por la
expresion d(t) = ti — 7 ms~2. Determine ent = 2s: a) Los vectores posicion
y velocidad de la particula. b)Las componentes tangencial y normal de la

aceleracion.

Solucién. De

integrando dos veces se deduce que

R 2
t) =21 —k+ (Ei— tj),
. 3. t?
F(t) = (20 — k)t + (=1 — =)
() = (20 = k)t + (51— ).
sit=2
A 4 16
f2) = (2i-h2+(5-2) = (3. -2.-2)

3
U2) = 2i—k+(2—2)=4i—2)—k=(4,-2,—1)
Para evaluar las componentes tangencial y normal, determinemos
A 7 (4,-2,-1)
=

7(2) = N

por lo tanto R
ar = a(2) - T(2),

pero d(2) = (2, —1,0), calculando resulta

L_ o
T\/ﬁ

any = y/a? — a2 = /5 — 2,182 = 0,49 ms 2

=2.18ms 2,
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A

EJERCICIO 6.17 (1) Un tanque se desplaza con velocidad constante de 107
ms~! por una llanura horizontal. Cuando t = 0, lanza un proyectil que da
en el blanco a 9km. Si la inclinacion del candn respecto de la horizontal es
37°, determine la rapidez con que sale el proyectil respecto del canon.

Solucién. Podemos escribir (¢ = 10ms™2)
= 9000 = (v cos 37 + 10)t,
= wtsin37 —5t2 =0,

de la segunda
_ psin37

5 )
reemplace en la primera
v sin 37

9000 = (v cos 37 + 10)=—

tomando sin 37 = 0,6, y cos 37 = 0,8

9000 = 0,096 v3 + 1. 2vg
cuya solucién positiva es v = 300,0ms~!

A

EJERCICIO 6.18 (1) Desde el origen de un sistema de coordenadas se lan-
za un proyectil en direccion de un objeto situado en la posicion (2h;h). Al
momento de lanzar el proyectil, se suelta el objeto que cae por efecto de la
gravedad. Determine en funcion de h la separacion entre el proyectil y el
objeto cuando el proyectil haya recorrido horizontalmente una distancia h.

Solucién. Para el proyectil
rp = vgtcosa
. L,
Yyp = vptsSina — §gt ,
donde tan o = 1/2. Para el objeto
To = 2h,
1

Yo = h—§9t2-
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Cuando xp = vgt cos @ = h, entonces

Irp = h,
)

. Lo
= htana — —g(————
ur 29 vE cos?

ro = Qh,

1 h?

— bt
vo 29(vgcoszoz

)

la distancia serd d = /(zp — 20)2 + (yp — Y0)? = /h* + ()2 = 1/5h

A

EJERCICIO 6.19 (1) Desde un barco que se mueve a 20kmh™" se ve a otro
barco que estd a 20km cruzando su trayectoria perpendicularmente con una
rapidez de 15kmh™". s Después de cudnto tiempo la distancia que separa los
barcos es minima?

Solucién. Respecto a un sistema cartesiano, las coordenadas de los dos
barcos pueden escribirse

r1 = 0,
y1 = 20t
ro = 15t
Y2 = 20,

de modo que la distancia en funcién del tiempo ser

d = (x1—22)2 + (y1 — 12)2 = /(15t)2 + (20t — 20)2
= 54/(25t2 — 32t + 16)

Un polinomio de segundo grado tiene un minimo en el punto medio entre
sus raices que son

_16+12, 16 12
1795 T2 T 25 25"
o sea el tiempo es
t= 16 =0,64h

25
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A

EJERCICIO 6.20 (2) Una particula A es lanzada sobre una linea recta ho-
rizontal con cierta velocidad. Su aceleracion es constante. Un seqgundo mdas
tarde y desde el mismo lugar otra particula B es lanzada tras la primera con
una velocidad igual a la mitad de la de A y una aceleracion el doble de A.
Cuando B alcanza a A, las rapideces son 22ms~! y 31 ms~! respectivamente.
Calcule la distancia que las particulas han viajado.

Solucién. Suponiendo el movimiento sobre el eje OX tenemos

L s
rTpa = vt+ =at”,

2
vy = (%v)(t —1)+ %(Qa)(t - 1)
vg = v+at,
vy = (lv)+(2a)(t—1).

2

Al igualar las distancias y simplificar

1t— L +1t2 2at +
2’U— 21} 2CL a a

adems4s
vg = v+at=22

S (%v) +(2a)(t—1) = 31

Es un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas cuyas soluciones son
a=50ms 2 t=40s,v=20ms"!y la distancia resulta

1
d=vt+ §at2 =48,0m

A

EJERCICIO 6.21 (2) La velocidad de una particula en el movimiento rectili-
neo decrece desde 15m s~ a una velocidad que tiende a cero, cuando x = 30 m
tal como lo muestra la figura. Demuestre que la particula nunca alcanzard los
30m y calcule la aceleracion cuando r = 18 m.
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v, (m/s)

15

Solucién. La funcién lineal del gréfico corresponde a

Uy x

T

15 + 30 ’
de donde tenemos

@ L 15

- —r =

dt 2 ’

* d
t:/ 230 2mn(30—x),
0 ].5—51'

que tiende a infinito si x — 30. Cuando x = 18

t=2In30—2In (30 — 18) = 1.83s,

la rapidez resulta
1
vy =15 — 518 = 6ms ',

y la aceleracién sera (derivando)

1
(g = —5 Vs = —3ms 2.

A

EJERCICIO 6.22 (1) Una particula se mueve a lo largo de la curva r = 30
tal que O = 2t3 donde t se mide en sequndos, T en metros y 0 en radianes.
Determine la velocidad y la aceleracion de la particula en coordenadas polares
para 0 = 0,2 rad.

Solucién. Sabemos que
U= 7'”72%—7‘9@,

= (F—r0")F + (270 + r6)D,

ST
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siendo r = 613, 7 = 1812, ¥ = 36t, 0 = 62, = 12t y el tiempo dado de

2t = 0,2,
t = 0,464s

t = 0,464
i = 182 = 3.87
r = (6t3)(6t2) = 0,77

7 = 3,875F + 0,7740

(i — ") = 36t — (61%)(612)% = 15.704
(270 + r6) = 2(182)(612) + 6(3(12t) = 13.349

@ = 15.7047 + 13.3490

A

EJERCICIO 6.23 (2) Desde una altura de 20m, con respecto al eje X de un
sistema de coordenadas ubicado en Tierra, se lanza una particula A con una
rapidez de 50ms~! y formando un dngulo de 30° con la horizontal. Simul-
tdneamente y desde la posicion X = 200m se dispara verticalmente hacia
arriba un proyectil B de modo que cuando la particula A llega a Tierra, el
proyectil B estd en su altura mdzima. Calcular: a)el tiempo transcurrido para

que la distancia que separa A de B sea minima; b)la velocidad relativa de A

respecto a B en ms™!.

Solucién. Usando g = 10ms~2 de

za = 50tcos30 = 25v/3t

ya = 20+ 50tsin30 — 5t* = 20 + 25¢ — 5t
rp = 200,

yg = wvp(0)t — 5t

El tiempo para que la particula A llegue a la Tierra (y4 = 0) se obtiene de
20 + 50t sin 30 — 5¢* = 0
y resulta ¢t = 5.70s. Para ese tiempo debe ser vg(t) = 0, entonces

vp(0) — 10t = v5(0) — 10 x 5,70 = 0
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de donde

vp(0) = 57,0ms .
Luego

yp(t) = 57t — 5t2.

La distancia entre los dos objetos sera

d=\/(xa—1p)? + (ya — yp)?
y reemplazando las coordenadas
x4 —ap = 25V3t— 200,
ya—yp = 20+ 25t—5t° — (57t — 5t?)
= 20—32¢

luego

d = \/ (25v/3t — 200)2 + (20 — 32t)2

= \/2899752 — 10000v/3t + 40 400 — 1280¢.

El minimo ocurre en el punto medio entre las raices de 2899t> — 10 000+/3t +
40400 — 1280t = 0, que son: t = 3.208 + 1.909: y

t =3.208 —1.909¢, de modo que el tiempo es t = 3,21 s. En este instante
las velocidades son

va = (25V/3,25—10t)
= (25V/3,25 —32,1)
i = (0,57 —32]1)

v la velocidad relativa resulta

Ty —Tg = (25\/5, —32,0) — (43.30, —32,0)
A

EJERCICIO 6.24 (1) Un candn estd montado sobre un promontorio de altura
h. Se dispara un proyectil con una rapidez vy y dngulo de elevacion a. De-
muestre que el alcance horizontal d, distancia a lo largo del plano horizontal
que pasa por la base del promontorio, es:

Vg COS (v
g

d= {vosina+\/v§sin2a+2gh} :
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Solucién. La ecuacion de la trayectoria es

2

gz
=h+atana — ————,
Y 202 cos?

y cuando y = 0 debemos despejar x de una ecuacién de segundo grado,
resultando

tan a + \/tan2 o+ =29

203 cos? a
r = d=
vg cos?
2 2
Vg COS” (v 2gh
= 2 — (tana =+ (/tan’a + ————)
g Vg COS? v
0
vo (cos @)

= ——(vgsina + \/(vg sin” a 4 2gh))
9

A

EJERCICIO 6.25 (1) Un candn es montado sobre un promontorio de altura
h. Se dispara un proyectil con una rapidez de salida vy. Demuestre que el
alcance horizontal d es mazrimo cuando el dngulo de elevacion es:

- g
a = sin —
2v3 + 2gh

Solucién. La ecuacién de la pardbola de seguridad es

2 2

v gx
=h4 2 -

Y 29 203

y para llegar a puntos sobre la pardbola de seguridad

%

gx

Luego, el alcance maximo x al nivel del suelo se despeja haciendo y = 0 de

modo que

tano =

2 ga?

0 = h+=2—==
+2g 202’
T = (US+29h)%,
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resultando

2
(Y Vo
tana = — = o

(v2 + 2gh)’

2 vo
9v/ (vg + 2gh)<2

Vo
. \/ (”0+29h) Vo
sin o =

\/ + 2+29h \/(2210 + 2gh)’

que prueba el resultado.

A

EJERCICIO 6.26 (2) Una particula es lanzada al espacio de modo que su

alcance sobre el plano horizontal es R y su maxima altura h. Demuestre que
el, alcance horizontal maximo, con la misma rapidez de salida vy, es

R2
2h + —
+ 8h’

Solucién. Sabemos que el alcance horizontal y altura méxima son

202 cos arsin «v
R o 0
bl
g
" vEsin® o
29

y que el méximo alcance horizontal es

2
(Y
0
Rpax = —.

Debemos eliminar « entre las dos primeras, asf

) [2gh
sina = [ —5-,
Yo
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reemplazamos en la primera

203 cos asin o

R:—_

luego
B,
8h g
y finalmente
2 2
Rusx = — =2h+ —.
* 8h
A

EJERCICIO 6.27 (2) Se monta un candn sobre la base de un plano inclinado
que forma un dngulo B con la horizontal. Este canon dispara un proyectil
hacia la parte superior del plano, siendo el o dngulo que forma la velocidad de
salida del proyectil con el plano. Calcule el dngulo de elevacion del plano para
que el proyectil impacte sobre el plano inclinado paralelamente a la horizontal.

Solucién. La ecuacion de la trayectoria es con o/ dangulo de disparo res-
pecto a la horizontal

gz?

/
y=xtana — —5——5—
202 cos? o'’

y cuando

y = xtan 3,

impacta al plano inclinado. En esa coordenada debe ser

dy gz
— =tana' — ——— =0
dx v cos? o

De las dos primeras resulta



121

qgr

_9 g
208 cos? o/

tana’ —

De la tercera despejamos = y reemplazamos en la tltima

v2 cosa/ sin o/

I

g
luego
2 ! o /
, g vycosa’'sina’
tana’ — 507 oo o7 = tanp,
0 g
3 tana’ = tanpf.

Pero o = o + 3 de manera

tan(a + ) = 2tanf,
tan o + tan 8
1—tanatan

2tan 3

de donde

4tan o

tan 3 = = <1 — 4/ (1 — 8tan? a)> :

Hay solucién sélo si 8tan? o < 1, por ejemplo para
tana = 1/4/8, resulta o = 0,3398
tan § = ¥8 = 1/2 = 0,707

8 =0615
o' =0,3398 + 0,615 = 0,9548
y = xtan 0,955 — —

202 cos? 0,955 _
y = 0,707 z, si g = 10, vg = 5 el gréfico es:
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A

EJERCICIO 6.28 (3) Un proyectil se dispara con rapidez inicial vg, y dngulo
de inclinacion variable. ;Para qué angulo el alcance del proyectil seré mdzimo
a lo largo de la recta y = xtan@ 2.

Solucién. Tenemos la ecuacion de la pardbola de seguridad

2 2
vy 9T

yZQg 2037

y para llegar a puntos sobre la pardbola de seguridad

2
tana = U—O.
gz
Ademads debe ser
y =z tan.
De la primera y la tercera
2 2
D _ g_:lc2 = xtand,
29  2vg
de donde )
T = (—tan9—|— 1/ (tan? 6 + 1)) %
g
y luego

vy 1
gr  —tanf + 4/(tan?60 + 1)

que prueba el resultado. Sin embargo hay un resultado mas simple. En
efecto de la identidad

tana = = tanf + secf,

‘ 8 1—-cosf
an—- = ——
2 sin §

resulta
0+ 3 _ 1+sind

2 cos

tan = tanf + secf,
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luego
0+ 5
tan o = tan ,
2
de donde
7T+9
a=—-+=
4 2
Por ejemplosid =0 —a=7,0=35 —a= 7.
A

EJERCICIO 6.29 (1) Un aeroplano que vuela horizontalmente a 1km de al-
tura y con una rapidez de 200 km h™', deja caer una bomba contra un barco
que viaja en la misma direccion y sentido con una rapidez de 20 km h™!,
Pruebe que la bomba debe soltarse cuando la distancia horizontal entre el
avion y el barco es de T05m (considere g = 10ms™2).

Solucién. Colocando el origen al nivel del mar, bajo el avién en el instante

de soltar la bomba, tenemos (1 km h = 1000/3600 =2 =0,278ms™!)
1000
= 200 X —t
o * 3600
yp = 1000 — 5¢%,
1000
= d+20 X —t,
o 3600
yp = 0.

Para dar en el blanco, igualamos

1000 1000
2 = 90 X —
00 x 3600t d+ 20 x 3600t’

1000 — 52 = 0,

de la ultima

=+v200s

y de la anterior

1000 1000
4= (200 % g5 =20 % 5225)v/200 = 707.1m

A
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EJERCICIO 6.30 (2) Se deja caer una pelota verticalmente sobre un punto A
de un plano inclinado que forma un dngulo de 20° con un plano horizontal.
La pelota rebota formando un dngulo de 40° con la vertical. Sabiendo que el
proximo rebote tiene lugar en B a distancia 10m de A mds abajo del plano,
calcule:

a) el mddulo de la velocidad con la cual rebota la pelota en A,

b) el tiempo transcurrido desde que la pelota rebota en A hasta que la
pelota rebota en B.

Solucién. De acuerdo a la figura tenemos
0 100 m/s

gz*

202 cos? 50

y = rtan b0 —

poniendo la condicién que pase por B con coordenadas xp = 10cos 20, yg =
—10sin 20, debemos despejar vy

g(10 cos 20)?

—10sin 20 = 10 cos 20 tan 50 — 2020250

o 5g(cos 20) sec? 50
* 7 \/ (tan 50 + tan 20)

El tiempo lo obtenemos de x5 = vg(cos50)tp resultano

B 5¢(cos 20) sec? 50 59

by = 10cos20  10cos20 |[(tan 50 + tan 20) 104 | 008 20 (tan 50 + tan 20)
vo(cosB50)  (cos50)
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A

EJERCICIO 6.31 (1) Si el alcance mdzimo horizontal de un proyectil es R,
calcular el dngulo o que debe usarse, con la misma rapidez de lanzamiento,
para que el proyectil impacte en un blanco situado al mismo nivel de lanza-
miento y a una distancia R/2.

Solucién. Sabemos que

202 cos asin «v

0

R = y Rméx - s
g

Si Ruax = R/2 entonces

sin 2 = %, 20 = 30%, a = 15°.

A

EJERCICIO 6.32 (2) Una particula se mueve a lo largo de una pardbola y =
2?2 de tal manera que para todo instante se cumple que v, = 3ms~t. Calcule
la velocidad y aceleracion de la particula cuando x = 2/3m.

Solucién. Este problema requiere de conocimientos de cdlculo. En efecto
sabemos que

Ccli—f =3, y =122
derivando la segunda
dy_ydo
at ~ T
derivando de nuevo, , ,
d°x d*y dx
@—O, @—65—18,

la aceleracién ha resultado constante
a=(0,18) ms2.
Para © = 2/3 resulta y = 4/9 y la velocidad
7= (3,12/3) = (3,4)ms .

A
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EJERCICIO 6.33 (1) Una particula se mueve en el plano XY de acuerdo a
la ley: a, = —4sint; a, = 3cost. Se sabe que cuandot = 0, v = 0; y = 3;
vy = 4; v, = 0. Encuentre la expresion cartesiana de la trayectoria y ademds
calcule la velocidad cuando t = /4. Exprese sus magnitudes en unidades SI.

Solucién. Tenemos que

Az d?

w = —4Sint, ﬁ = 3COSt,

integrando dos veces con las condiciones iniciales dadas resulta

d

@ _ 44 4(cost — 1) = 4cost,
dt

d

d—i = 3sint,
r = 4sint,

3 —3(cost —1) =6 — 3cost,

Eliminando el tiempo resulta la ecuacién de la trayectoria

a? y—6.,
—+ (=) =1
16+( 3 )

La velocidad es
U= (4cost,3sint)

yent=m/4
7= (2V2, g\/ﬁ) = (2.83,2.12) ms™!

A

EJERCICIO 6.34 (1) Una particula se mueve sobre el plano XY de manera
que sus coordenadas estdn dadas por v = t; y = t3/6, siendo t la variable
independiente tiempo. Determine para t = 2s la magnitud de la aceleracion,
las componentes normal y tangencial de la aceleracion y el radio de curvatura
de la trayectoria en dicho instante.
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Solucién. Tenemos

derivando dos veces

El vector unitario tangente es

po?_ (L3)
v 4
1+ 5
En t = 2 calculamos
Vg 1, v, =2,
a; = 0, ay =2,
. 1,2
T = —(’
)
luego
a = 2ms 2,
vo= 5ms
— - 2 _
ar = a-T:ayTy:2x%:1.79ms 2,
2
ay = a2—a2T:g\/5:O,89ms_2,
2
p = L =2/5=559m
an
A

EJERCICIO 6.35 (1) Una particula se mueve describiendo una circunferen-
cia de acuerdo a la ley s = t* + 2t%, donde s se mide en metros y t en
sequndos. Si la magnitud de la aceleracion de la particula es 16v/2 ms™2
cuando t = 2, calcule el radio de la circunferencia.
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Solucién. De los datos

s= RO =13+ 2t2,

de donde
9_3F+M j_ 6t +4
R ' R
La aceleracién en polares tiene las dos componentes
2 3t? + 4t)?
7= (=R, Rl = (~ B 6 gy

sit=2s

400
a=|——,16
()
y se sabe que la magnitud es

4002
\#§;+1@:1&@,

R =25m.

de donde

A

EJERCICIO 6.36 (1) Una particula describe una trayectoria dada por las si-
guientes ecuaciones paramétricas: x =t; y = t? /2. Determinar la curva y el
radio de curvatura.

Solucién. Elimine el tiempo y se obtiene la curva

1,
El radio de curvatura es
TS
A

EJERCICIO 6.37 (1) Dada la curva: x = t; y = t*; caleular:a) la curvatura
K, b) el radio de curvatura en el punto (y/a;a)) .
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Solucién. Similarmente resulta

y = 2%

4y (14422
P v 2 ’
2

1
P (1+422)%%

yenz=+/a

(1 + 4a)*/?

—
A

10:

EJERCICIO 6.38 (2) Demuestre que la curvatura de la elipse x*/a*+1?/b? =

1 es:
a*b

[a2 (a? — 22) + b2x2]% ’

Solucion. Es conveniente derivar en forma implicita

K:

yy'

- _|_ ? e 0’
P
y - a2y7
" V¥ bz, V¥ bV Vo
aty | aZy? aty  a?y?ay
b? biz?
= —aTy - CL4—?J3.
Luego
b
(1+y2)""
b2 bta?
g taag a?b? (aPy? 4 VPa?)
(14 =5 b’ )3/2 (aty? + b4m2)%
pero

ZE2/CL2 +y2/b2 =1 = b25E2 +a2y2 — (12b2,
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luego
P a*b* _ a*b
(aty? + b4x2)% (a2(a? — 22) + bzxz)%'

A

EJERCICIO 6.39 (1) La aceleracion de una particula es: d = 2e'i+5 cost j.
En el instante t = 0 se encuentra en el punto P(1;3) siendo su velocidad
U = 41 — 3). Encuentre su posicion y velocidad para cualquier instante t > 0.

Solucién. Tenemos que
Ji

U
— =2¢ "+ 5cost ],
dt J

integrando con las condiciones iniciales dadas

T = 41—3)+2(1—e")i+5sint)
= (6—2¢7") i+ (5sint —3) .

Integrando de nuevo

Fo= 1+3]+ (6t —2(1—e")) i+ (5(1 —cost) —3t))
= (2¢7"+6t—1)i+ (8 —5cost — 3t)).

A

EJERCICIO 6.40 (1) Una particula se mueve sobre una trayectoria tal que
su vector de posicion en cualquier instante es: ¥ = ti + j +tk . Determine:
a)la velocidad, b)la rapidez c)la aceleracion, d)la magmtud de la aceleracion
tangencial y e)la magnitud de la aceleracion normal.

Solucién. De

derivando dos veces

QS
I
[\
+
~
\.M
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El vector unitario tangente es

T_U_ (1,¢,1)
v V2412
por lo tanto
- t
ar = a-T =

_ 2 2 _ £ _ 2
aN = a® —ap = 1_2—1—252_ Syl

EJERCICIO 6.41 (2) Una particula se mueve en el plano XY de tal manera
que: a, = 4pe*t y vy, = 2mgcos2mt donde p y q son constantes positivas.
Cuando t = 0; x = p/4; y = 0; v, = p. Determinar: a)el vector posicion, el
vector velocidad y el vector aceleracion de la particula en funcion del tiempo;
b)la trayectoria de la particula.

Solucién. Tenemos que

dvu,

4t

T prm— prm— 4 y
a 7 pe
d
vy, = d—? = 2mq cos 2mt.

Para la aceleracién derivamos la segunda
a, = —4m?qsin 2t
y = qsin 27t

luego
a = (4pe*, —4n?qsin 2rt).

Para la velocidad debemos integrar la primera

t
Uy =D+ / 4pettdt = pe',
0

por lo tanto la velocidad es

7 = (pe*, 2mq cos 2mt).
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Integramos de nuevo

1 1 1
7= gi-{— (Zp€4t — 7P gsin27t) = (Zpe4t, qsin 2mt).

Para obtener la trayectoria debemos eliminar ¢ entre

[T
y
Yy = qsin 27t
obteniendo

4
y = qsin(g In g)

A

EJERCICIO 6.42 (2) Una particula se mueve en el plano XY describiendo la
curva y = Inx; calcule: a) la rapidez en funcion de x y @ , b) la magnitud
de la aceleracion en funcion de x , & y & , ¢)si & = ¢, calcule en © = a, las
magnitudes de la aceleracion tangencial y normal.

Solucioén. De

y=Inx,
se obtiene
1.
y = —-X,
z
1. 1.,
y = _x__Qx )
T T

de modo que

/ 1 [ 1
v=22+ 7y = $2+(E:b)2:x' 1+p’

1. 1
a= B+ = \/ﬁ + (= — —32)2,
T

T
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Si & = c entonces & = 0 y sabemos que x = a. Por lo tanto

1
vo= 1+,
dv _?2235
ar = d—_C
boo i+ &
- 2 _x% _ c?
2,/1+ L av/(a?+1)
Ademss
1 1 2
_ 2 (T Loy &
a \/33 +(x$ m2x) 2=
4 4 2
ay = a? — a2 = < F = ¢
at a? (CL2+]_) a? (a2—|—]_>

EJERCICIO 6.43 Una particula se mueve de modo que sus coordenadas car-

testanas estdan dadas como funciones del tiempo por

r = 3t
2t — 5t?

Determine a)Las componentes cartesianas de la velocidad y de la aceleracion.
b) Las componentes polares de la velocidad y de la aceleracion. c¢)Las com-
ponente normal y tangencial de la velocidad y aceleracion. d)La ecuacion de
la trayectoria en coordenadas cartesianas. e)La ecuacion de la trayectoria en

coordenadas polares.

Solucion.

r = 3t
2t — 5¢t?

a) v, =3, v, =2 —10¢, a, =0, a, = —10,
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N 3ti+(2t—5t2)7 ) 7 N 3tj—(2t—5t2)i
b) = SAH@ISD) g — | x p = SURLE0)L
9t2+4(2t—5t2)2 9t2+(2t—5t2)2

9t + (2t — 5t%)(2 — 10¢t)

U’!‘ — ”[_}) ’]2:
V912 + (2t — 512)?
.y 3t(2 — 10t) — (2t — 5t?)3
(Y — . =
9 V982 + (2t — 512)?
—10)(2t — 5t2
a = a-7= (~10)(2t — 5¢°)
V912 + (2t — 5t2)?
, —10)3t
V92 + (2t — 5¢2)2
o @ 3HQII00) N fo Z30HR-1000
vy = 0
. —10(2 —10t))
9+ (2 —10¢t)?
ay = @ N = 30
9+ (2 —10t)?
d) ,
3 9

e) Serfa necesario expresar r = () donde

ro= /92 + (2t — 5t2)2

y 2-05t
tanf = = ——
an . 3
de donde
t—g—étane
5 5

y luego con algo de &lgebra resulta

, = %(2—3tan9) (1+ tan?0)
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A

EJERCICIO 6.44 Una particula se mueve sobre una elipse de semi ejes a vy
b centrada en el origen de un sistema de coordenadas con rapidez constante
Vg, stendo la ecuacion de la elipse:

a) Determine la magnitud de la aceleracion de la particula en los puntos mas
alejado y mds cercano de la particula al centro. b) El tiempo que emplea la
particula en recorrer toda la elipse. ¢) La determinacion de la ecuacion para-
métrica de la trayectoria con pardmetro tiempo es un problema complicado,
pero explique el método a sequir.

Solucién. De la elipse

$2 y2
2 et

deseamos obtener el radio de curvatura. Derivando implicitamente obtenemos

vy oz

2 a2
, vz o, ¥1 vz, bt
y = —4mH Y =75 T 5y =753
a”y aty a‘y a”y

entonces

(1+y2)32  (1+ Z_iz_z)?)/?  (afy?+ bia?)3/2

v Es atht

Sia > b el punto més alejadoes x =a, y =0, p = %. El punto méds cercano
esxzo,y:b,p:%

a)

2 v%a
a=20 _) 3z
- - v%b

p

b) La rapidez constante significa que

ds _
dt

Vo,
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de donde
dx
L+ (y)P—o = w
1
dt = —y/14 (y)%dx
Vo
junto a
2 2
Y
2 e =
, 1 b
y = —Fm—= 7
(@ =)

G = 11 b2x2 + a* — a2a? i
Vo @ a? — x?

si la udltima expresién pudiera integrarse se tendria ¢ = t(x) y problema
resuelto.

EJERCICIO 6.45 La ecuacion de una elipse en coordenadas polares puede
escribirse como

c
r= —
1 —ecosf

siendo ¢ y e constantes. St el dngulo varia proporcionalmente al tiempo t
con constante de proporcionalidad X, determine las componentes polares de
la velocidad y de la aceleracion en funcion del tiempo.

Solucién. Aqui

r ¢ 0=\

~ 1 _ccosl’



137

las componentes polares estdn dadas por

o = e eAcsin At
" (1 —ecosAt)?
. Ac

p— 6 = -

vo ’ 1 —ecos At
.. »2 . 2

a, = T—1r0 =7 —1rA

_ ecos \t N 2e? sin® Mt \e

B (1 —ecosAt) (1 —ecosAt)? 1 —ecos At

2e\2csin M

= 20 +r0=2\= -
0 e " (1 — ecos At)?

A

EJERCICIO 6.46 Una particula se mueve sobre una circunferencia de radio R
con aceleracion angular constante partiendo del reposo. Si la particula realiza
n vueltas completas a la circunferencia en el primer sequndo, determine la
aceleracion angular de la particula. Determine ademds el nimero de vueltas
que realiza la particula durante el siguiente sequndo del movimiento.

Solucién. Aqui

1
9 = §Oft2

entonces

1
2mn = 504, a = 4mn
y durante el siguiente segundo realiza

0(2) - 0(1)

. =n(2>-1%) =3n

vueltas.

A

EJERCICIO 6.47 Desde lo alto de un edificio, se lanza verticalmente hacia
arriba una pelota con una rapidez de 12,5 ms~'. La pelota llega a tierra 4,25 s,
después. Determine: a) La altura que alcanzé la pelota respecto del edificio.
b)La rapidez de la pelota al llegar al suelo.
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Solucién. La altura en funcién del tiempo serd

1
y:h+vot—§gt2

luego, tomando g = 10ms—2

y = h+ 12,5t — 5t

siendo
a) h+ 12,5(4,25) — 5(4,25)2 =0,h=37.19m
b) v, = 12,5 — 10t = 12,5 — 10(4,25) = —30,0ms™*

A

EJERCICIO 6.48 Se deja caer un cuerpo desde una altura inicial de 33 m, y
simultdneamente se lanza hacia abajo otro cuerpo con una rapidez inicial de
1ms~t. Encontrar el instante en que la distancia entre ellos es de 18 m.

Solucidn.
1 = 33— 5t2
Yo = 33—t — 5t
Yy — Y2 =t
entonces la distancia entre ellos es 18 m a los 18s.
A

EJERCICIO 6.49 Un cuerpo que cae, recorre en el tiltimo sequndo 68,3 m.
Encontrar la altura desde donde cae.

Solucién. Suponiendo que se solté del reposo
y = h — 5t

el tiempo en que llega al suelo es t = \/gla distancia recorrida en el ltimo

o /E -1 -y
= 5 2)2—5(\/?—1)2:68,3

h =268.6m

segundo serd

y resolviendo



139

A

EJERCICIO 6.50 Desde lo alto de un acantilado, se deja caer una piedra.
Desde la misma altura se lanza verticalmente hacia abajo una sequnda pie-
dra, 2s mds tarde, con una rapidez de 30ms~t. Si ambas golpean el piso
sitmultaneamente, encuentre la altura del acantilado.

Solucion.

y1 = h—5t2
Yy, = h—30(t—2)—5(—2)>

siendo al mismo tiempo

= h—>5t2=0
Yy = h—30(t—2)—5t—2)*=0

de aqui t = 4s,
h =80m

A

EJERCICIO 6.51 Desde el piso, se lanza hacia arriba una pelota con una
rapidez de 40 ms~. Calcule el tiempo transcurrido entre los dos instantes en
que su velocidad tiene una magnitud de 2,5ms ' y la distancia respecto al
piso que se encuentra la pelota en ese instante.

Solucioén.
1
Yy = vt — §gt
vy = vg—gt
de aqui
vy = vy —gti =25
vy = Ug— gla = —2,5
de donde

5
t2-t12—20,5s
g
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Ademss de
40 — gt1 = 2,5
despejamos
37,5
tl = 1—0 = 3,758

y por lo tanto
y1 = 40(3,75) — 5(3,75)* = 79.69 m

A

EJERCICIO 6.52 Una roca cae libremente recorriendo la sequnda mitad de
la distancia de caida en 3s. Encuentre la altura desde la cual se soltd y el
tiempo total de caida.

Solucién. )
=h— =gt?
Yy 29

el tiempo en que alcanza h/2 es t; = \/g y el tiempo en que h = 0 es
ty = /2
a) por lo tanto el tiempo empleado en la segunda parte de recorrido es

%— Q:3:>h:524.6m
g g
Y L L TS
g 5
A

EJERCICIO 6.53 Se dispara un proyectil desde la cima de una colina de 150 m
de altura con una rapidez de 180ms—! y formando un dngulo de 30° con la
horizontal. Calcule: a) La distancia horizontal entre el punto de lanzamien-
to y el punto de caida del proyectil. b) La altura maxima del proyectil con
respecto al suelo. ¢) La componente normal y tangencial de la aceleracion al
salir en el punto de disparo.
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Solucion.

r = 180(cos7/6)t
= 150 + 180(sin 7/6)t — 5t

a) Punto de caida 150 + 180(sin7/6)t — 5t> =0, t = 19. 55
x = 180(cos 7/6)(19,5) = 3039.8 m

b) Tiempo para la altura maxima 180(sin 7/6)—10¢t = 0, ¢t = 9,0 s entonces
Y = 150 + 180(sin 7/6)(9) — 5(9)2 = 555,0

Ymax = 55570 m

c¢) El vector unitario tangente es

T = gZACOSW/6+jSinW/6,
a = 3le
entonces
ar = @-T=—10sin7/6 = —5ms >
ay = a2—a2T:\/m:8,66ms’2

A

EJERCICIO 6.54 Un canon de artilleria lanza proyectiles con una rapidez de
300ms~t. El artillero debe darle a un blanco que se encuentra a 8640 m detrds
de un cerro cuya altura es de 1000 m ubicado a 1200 m del canon. Demuestre

que es posible darle al blanco y determine el dngulo de elevacion para cumplir
el objetivo.

Solucién. Supondremos que damos en el blanco entonces

gx?

208 cos? a
5(8649)2
(300)2 cos?

Yy = xtana —

0 = 8649tana —
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que tiene dos raices reales

ap = 53.03°
as = 36.97°

debemos verificar que el disparo pasa sobre el cerro, para ello evaluamos en
ambos dngulos y(1200)

1 (1200) = 1373,0m
y2(1200) = 777,95m

siendo la altura del cerro excedida en el primer caso.

A

EJERCICIO 6.55 Se dispara un proyectil de modo que su alcance horizontal
es iqual al triple de la altura mdxima. Encuentre el dngulo de lanzamiento.

Solucién. Sabemos que

vg sin 2

Tméx = —
g

v2 sin? o

yméx = - a5
29

entonces

vE sin 2a v2 sin? o
=3

g 2
entonces 2 cosa = 3sin«

tana = g, = a = 33,69°

A

EJERCICIO 6.56 Un lanza granadas tiene un alcance mdximo de 300 m. Para
dar en un blanco que se encuentra a una distancia de 400 m del lanza granada,
determine: a) La altura minima que debe subirse el lanza granada. b) La
rapidez de lanzamiento. ¢) El angulo de lanzamiento.
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Solucion. La ecuacion de la pardbola de seguridad es

vE ga?
—h4+ 0 _ I
Y=ty T o

Sabemos también que para h = 0 la distancia maxima alcanzable es

U
2(0) = =2 =300
(0) .

y para una altura h la distancia horizontal méaxima serd

2(h) = /(03 + 2hg)% — 400m

de la primera
a)
vo = V3000 = 54. 77ms "
N di )\/((54. 77)2 4+ 2010)22L = 400

h =116.701m

c¢) El dangulo de lanzamiento cuando el blanco estd sobre el limite de la

pardbola de seguridad estd dado por tan o = v2/gx entonces
a = 36,87°

A

EJERCICIO 6.57 Se dispara a un objeto que se encuentra sobre un plano
inclinado en dngulo a.. El disparo se hace desde un punto del plano inclinado
con rapidez inicial vg. Determine la mdxima distancia sobre el plano inclinado

alcanzable por el disparo y el dngulo de lanzamiento para logrario.

Solucion. Este problema es parecido a otro anterior. Denotaremos por
o’ el angulo del disparo respecto a la horizontal. Tenemos la ecuacién de la

pardbola de seguridad
v g

Y= 09 " 2

y para llegar a puntos sobre la pardabola de seguridad

tana/ = —

2
Vo
gx
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Ademas debe ser

Yy = xrtana.
De la primera y la tercera
2 2
v x
2 g_2 = rtana,
29  2v5

de donde

2
T = <—tana+ \/(tan2a+1)> U—O,
g

luego la distancia sobre el plano serd

d = yr2+y2=zV1+tan’a = zseca
2

= seca(—tana+ (tan2a+1)) %

g

El calculo del dngulo:

2
v
tanad = 2 =

1
9  —tana + 4/(tan’ a + 1)

= tana + sec .

que prueba el resultado. Sin embargo hay un resultado més simple. En

efecto de la identidad
«Q 1 —cosa

tan — =
2 sin «
resulta )
a+5  l4sina
tan = = tan o + sec «,
2 COS &
luego
: aty
tan o’ = tan ,
2
de donde
O/ — z + g
4 2
A

EJERCICIO 6.58 Un atleta lanza la bala desde una altura h con rapidez inicial
vg. Determine el mdximo alcance horizontal a nivel del suelo y el dngulo de
disparo necesario para ese alcance.
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Solucion. En la ecuacién de la parabola de seguridad

v2 ga?
—h+ 0 _ I
Y=o, T o

hacemos y = 0 obteniendo

Tmax = %\/ (U(2) + 2gh>7

y de
2
U
tan o = —O,
gx
se obtiene
Vo
tana =

V(W3 +2gh)

menor de 45°.

A

EJERCICIO 6.59 Un cazador que no sabe que los proyectiles caen, dispara
directamente a un mono que estd sobre un drbol. El mono que tampoco sabe
fisica, se deja caer justo cuando el cazador dispara. Pruebe que el disparo
llega justo al mono.

Solucién. Sea h la altura inicial del mono, d su distancia horizontal al
cazador. Entonces el angulo de disparo estd dado por

tana = —.

d

Las ecuaciones de movimiento del proyectil (P) y mono (M) son

rp = wvgtcosa, xp =d,

1
yp = ptsina — Qgt2, ymu = h — igt2,

de modo que cuando xp = ), resulta

d

wtcosa=d =1t = ,
Ug COS (v
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para ese tiempo comparemos las alturas

1 1
yp = UotSiHa—ﬁthIdtana_igt27

1
Ym = h—§9t27

que son iguales porque dtan o = h.

A

EJERCICIO 6.60 En una feria de diversiones, se dispara al blanco sobre una
hilera de blancos que pasan frente al que dispara, a una distancia d con una
rapidez ug. Los disparos salen con una rapidez vy. Determine el dngulo en
adelanto en que hay que apuntar para dar en el blanco al objeto que pasa
justo frente al que dispara.

Solucién. Sea (3 ese dngulo. Debe cumplirse que

tana =

u_gt
q
vt = 4/ d?+ udt?,
despeje el tiempo de la segunda y obtenga
Uo

A

tana =

EJERCICIO 6.61 Una piedra se deja caer a un pozo de profundidad descono-
cida. El ruido del impacto en el fondo se escucha un tiempo T después de
soltada la piedra. Si la rapidez del sonido es us determine en términos de T,
us Y g, la profundidad del pozo.

Solucién. Sea t; el tiempo de caida de la piedra y %5 el tiempo que demora
el sonido en llegar. Entonces
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luego
2h  h
T:tl +t2: _+_7
g us
y despeje h
2
2 29T
h_ﬁ( 1+L—1>
2g Uus

A

EJERCICIO 6.62 Una pelota se deja caer desde una altura h y en cada rebote
contra el suelo, la rapidez del rebote es un factor “e” de la rapidez que tenia
justo antes de chocar contra el suelo (e < 1). Determine el tiempo que demora
la pelota en quedar en reposo y la distancia total recorrida por la pelota.

Solucién. Sea h una de las alturas. El tiempo en llegar al suelo es

2h
t= 4=,
g

llega con velocidad

v=—gt = —+/2gh,
v = e\/2¢h,

y sube hasta una nueva altura dada por

1

luego rebota con velocidad

imv'2 = mgh'
U/2
B = — =¢*h.
29
Luego la secuencia de alturas alcanzadas es h, e?h, e*h,--- y los tiempos

viajados (una vez la primera altura, dos veces las siguientes) dan un total de

T - \/7 </26 2eth )
2h 1+e
= \/;(1+26+26 +et ) = \/;(l—e)’
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y la distancia total recorrida es

1+ e?
1 —e2

s=h+2€*h+e*h+efh+---)=h

A

EJERCICIO 6.63 Una persona lanza un objeto con rapidez inicial vy forman-
do un dngulo o respecto a la horizontal. Determine la aceleracion constante
con que debe correr la persona, partiendo del reposo, para justo alcanzar el
objeto al mismo nivel de lanzamiento.

Solucién. Tenemos
r = wvgtcosw
. 1,
Yy = vgtsina — agt )

eny=0,t=2yysina/g, y debe tenerse

L
Vot cos o = §at ,

o bien
a = gcot a.

A

EJERCICIO 6.64 Un automdvil viaja hacia el norte con una rapidez de 60 kmh™*
en una carretera recta. Un camion viaja en direccion opuesta con una rapi-
dez de 50kmh™". (a); Cudl es la velocidad del automdvil respecto al camion?
(b); Cudl es la velocidad del camion respecto al automdvil?

Solucién. Si el norte corresponde al sentido positivo, entonces
a) 60 — (—=50) = 110kmh™* b)—50 — 60 = —110kmh ™"

A

EJERCICIO 6.65 Un automouilista viaja hacia el oeste sobre la Ruta Inter
estatal a 80 kmh ™'y es sequido por un auto patrulla que viaja a 95kmh™".
(a)s Cudl es la velocidad del automouilista respecto al auto patrulla? (b)s
Cudl es la velocidad del auto patrulla respecto al automouvilista?
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Solucién. Similarmente si el Oeste indica el sentido positivo entonces
2)80 — 95 = —15kmh ™' b) 95 — 80 = 15kmh ™"

A

EJERCICIO 6.66 Un rio tiene una rapidez uniforme de 0,5ms™t. Un estu-
diante nada corriente arriba una distancia de 1km y regresa al punto de
partida. Si el estudiante puede nadar con una rapidez de 1,2ms™! en aguas
tranquilas, ;cudnto dura el recorrido? Compare este resultado con el tiempo

que duraria el recorrido si el agua estuviera tranquila.

Solucién. La rapidez absoluta (respecto a la ribera) cuando nada co-
rriente arriba es 1,2 —0,5 = 0. 7 y cuando nada corriente abajo es 1,2+0,5 =
1.7 entonces el tiempo de ida y vuelta serd

~ 1000 = 1000

= W+1—77 = 2016.81s = 0,56 h

A

EJERCICIO 6.67 Dos remeros en idénticas canoas ejercen el mismo esfuer-
zo remando en un 1o, uno corriente arriba (y se mueve corriente arriba),
mientras que el otro rema directamente corriente abajo. Un observador, en
reposo sobre la orilla del rio, determina sus rapideces que resultan ser de V;
y Vo respectivamente. Determine en términos de los datos la rapidez de las
aguas del rio.

Solucién. Sea W la rapidez del rio y u la rapidez de los botes respecto
al agua, (igual en ambos), entonces

Vi=u—W, Vo=u+W

de modo que

- WB-W
W = 5

A

EJERCICIO 6.68 Un bote cruza un rio que mide de ancho D y cuya corriente
fluye con una rapidez uniforme de u. El botero mantiene una orientacion (es
decir, la direccion en la cual apunta el bote) perpendicular al rio y al motor
fijo para dar una rapidez constante de v ms~' con respecto al agua. De
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acuerdo a los datos ;Cudl es la velocidad del bote respecto a un observador
detenido en la orilla? ; Hasta donde estard el bote, medido corriente abajo
paralelamente al rio, desde la posicion inicial hasta cuando alcance la orilla
opuesta?

Solucién. Sea z paralelo al rio e y perpendicular al rio de ancho w.
Entonces sea v la velocidad del bote respecto al rio, u la velocidad del rio, V'
la velocidad absoluta del bote (respecto a tierra). Luego

a)

—

V=ui+vj

b) La componente de la velocidad absoluta perpendicular al rio determine
el tiempo de cruce de acuerdo a

t=—
v
por lo tanto el bote avanza paralelamente al rio una distancia

U
d=ut=—-w
)

A

EJERCICIO 6.69 Un comprador que estd en una tienda puede caminar so-
bre una escalera mecanica en 30s cuando estd detenida. Cuando la escalera
mecdanica funciona normalmente, puede llevar al comprador sin caminar al
siguiente piso en 20s. s;Cudnto tiempo le tomaria al comprador al subir ca-
minando con la escalera mecdnica en movimiento? Suponga que el comprador
hace el mismo esfuerzo al caminar sobre la escalera mecdnica en movimiento
o cuando estd parada.

Solucién. Sea L el largo de la escalera. Entonces la velocidad de la per-

sona respecto a la escalera es
L

pu— %‘
Sea v, la velocidad de la escalera. Ella corresponde a la de la persona cuando
no camina, es decir

Ul

L
Ve = —
c 20
Si la escalera funciona y la persona camina, entonces
, L L L
V=040V ==+ == —

20 30 ¢



151

de donde el tiempo sera
t=12s

A

EJERCICIO 6.70 Un avion va dirigiéndose hacia el oeste. La rapidez del
avion respecto al aire es de 150kmh™. Si existe un viento de 30kmh™!
hacia el norte, calcule la velocidad del avion respecto a la Tierra.

Solucion.

)

=%

La velocidad del viento es v, = 30 y la rapidez del avién respecto al aire es
v = 150, en magnitudes. Pero

v=0v)=300+ 7

4
<>

de donde
v =v)—30%

y si tomamos magnitudes
150 = vv? 4 302

de donde
v =146.969kmh*

A

EJERCICIO 6.71 El piloto de un avidon desea volar hacia el oeste en presencia
de un viento que sopla hacia el sur a 50kmh™*. Si la rapidez del avién cuando
no sopla el viento es de 200kmh™", a) ; en qué direccion debe dirigirse el
avion? b) ; cudl debe ser su rapidez respecto a la Tierra?
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Solucién. Usaremos la figura anterior pero ahora la velocidad del viento
estd hacia el Sur. Ahora la velocidad del viento es v, = 50 y la rapidez del
avioén respecto al aire es v = 200, en magnitudes. Pero

v=wvj)= 500+
y similarmente resulta
v' =200 = Vo2 + 502
de donde

b)

v =193.65kmh™"

a)

o' = 50i + 193.65]

da la direccién en que debe dirigirse el avion.

A

EJERCICIO 6.72 Un automdvil viaja hacia el Este con una rapidez de 50kmh™!.
Esta lloviendo verticalmente con respecto a la Tierra. Las marcas de la llu-
via sobre las ventanas laterales del automovil forman un dngulo de 60° con
la vertical, calcule la velocidad de la lluvia con respecto al automovil y con
respecto a la Tierra.

Solucién. La velocidad relativa ¢ de la lluvia forma un dngulo de 60°
con la vertical y la velocidad v’ de la lluvia con respecto a la Tierra es vertical.
Entonces de

— — —
U=1Us+U,
tenemos que
vg —v'sin60 = 0,
v'cos60 = v,

de donde la velocidad de la lluvia respecto al auto tiene magnitud
oo VA 50 100

pu— R = 1— = —:-

sin60 13 V3

y la velocidad de la lluvia respecto a la tierra tiene magnitud

kmh™!

v =1 cos60 = ﬂkmh_l.

V3



153

A

EJERCICIO 6.73 Un nino en peligro de ahogarse en un rio estd siendo llevado
corriente abajo por una corriente que fluye uniformemente con una rapidez
de 2,5kmh™. El nifio estd a 0,6km de la orilla y a 0,8km corriente arriba
de un embarcadero cuando un bote de rescate se pone en camino. a)Si el bote
procede a su rapidez mdzima de 20kmh™"' con respecto al agua, jcudl es la
direccion, relativa a la orilla, que deberd tomar el conductor del bote? b)s
Cudl es el dngulo que hace la velocidad v del bote con respecto a la orilla?
c)é Cudnto tiempo le tomard al bote para alcanzar al nino?

Solucion.

—
—
—>
—>

Para el nino

I
=
o

para el bote
r = 0,8+ v,
Yy = vyt
el bote encuentra al nino cuando
2,5t = 0,84 vt
0,6 = vyt

pero la velocidad absoluta estd dada por

—

0 = 251+7
(vz — 2,5)1 + v,

Il
=4
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siendo v = 20 de modo que si tomamos médulo de 7 resultara

(ve — 2,5)* + v = 400

si reemplazamos aquf v, — 2,5 = —0—28 y Uy = O—f resultard
0,8 0,6
(202 + (2207 = 400
t t
de donde
c)
t=0,05h
b) Ahora podemos calcular v,, v,
0,8 0,8
e = 25— —=25———=-135,
Y ¢ 0,05
0,6
= —— =12
T 0,05

O sea, como se supuso en la figura, el bote va corriente arriba formando un
angulo con la orilla determinado de

12
tanf = ——, = § = 41,63°.
MY T 135 ’

a) El conductor del bote debe dirigirlo segiin

—

U = (v, —2,5)1 +v,] = —167 + 12j,

o sea formando un dngulo ¢ respecto a la orilla aguas arriba dado por

12
tan 6 = T 0" = 36,87°.

A

EJERCICIO 6.74 Desde el techo del carro de un tren que estd acelerando
hacia el norte a una razon de 2,5ms2 se suelta y cae un perno. ; Cudl es
la aceleracion del perno con respecto a: (a) el carro del tren? (b) la estacion
de tren estacionaria?
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Solucién. Si y es la vertical hacia arriba y x es la direccién de la acele-
racién del tren, entonces

a)
@ = —2,5 —9,8].

b)
= —98;.

A

EJERCICIO 6.75 Un estudiante de la Facultad de Ingenieria estd parado so-
bre el vagon de un tren que viaja a lo largo de una via horizontal recta a una
rapidez constante de V ms™!. El estudiante lanza una pelota al aire a lo largo
de una trayectoria que inicialmente forma un dngulo de o con la horizontal
y estd en linea con la via. El profesor del estudiante, que estd parado cerca
sobre la tierra, observa que la pelota sale verticalmente. ;Qué altura subird
la pelota?

Solucién. Si V' es la rapidez relativa al tren inicial de lanzamiento,
entonces en la direccién del movimiento x tenemos

V.=V'cosa—V =0

porque el Profesor observa que sale verticalmente. Entonces

entonces
V, = V'y =V'sina=Vtana

y como sabemos subird una altura h dada por
V2 tan?
b an® o
29
A






